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Los polinomios Hurwitz o estables son importantes en el estudio de la
estabilidad de un sistema de ecuaciones diferenciales. La estabilidad
global de sistemas lineales invariantes o local en sistemas no lineales
puede determinarse estudiando las raices del polinomio caracteris-
tico de la matriz asociada al sistema. En este taller revisaremos de
forma general las propiedades mas importantes de dichos polino-
mios, los principales criterios que nos permiten determinar cuando un
polinomio es Hurwitz, asi como algunas aplicaciones.
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Introduccion

La estabilidad en el origen de un sistema lineal de ecuaciones
diferenciales x = Ax, donde A es una matriz con entradas constantes,
se determina estudiando los valores propios de la matriz A, lo que es
equivalente a estudiar las raices del polinomio caracteristico de A. De
esta manera se tiene que silas raices del polinomio caracteristico tienen
parte real negativa, entonces el sistema x = Ax resulta estable. Por otra
parte, por los trabajos que Liapunov present6 en 1892, en su articulo Le
probleme général de la stabilité du mouvment, se sabe que bajo ciertas
condiciones la estabilidad local de un sistema no lineal x = Ax + g(x)
esta determinada por la estabilidad de la parte lineal X = Ax.

Ahora bien, el problema de determinar la estabilidad en un sistema
a partir del estudio de las raices del polinomio caracteristico de A:

pA) = aoA" +a A" ta, A+a, (ag #0)

asociado al sistema lineal, se traduce en la tarea de encontrar
condiciones necesarias y suficientes para las cuales todas las raices
de una ecuacion algebraica se localicen en la mitad izquierda del plano.

Este problema fue formulado por primera vez en 1868 por Maxwell,
quién obtuvo una solucién para n = 3. En 1877, Routh dio una solucion
mas general a este problema. Su soluciéon fue un algoritmo, en el
cual fueron formuladas condiciones explicitas para n =4y n =5. La
solucién propiamente analitica fue obtenida por Hurwitz [4] en 1895.
El algoritmo de Routh y el criterio de Hurwitz son equivalentes, aunque
son diferentes en la forma. Las condiciones establecidas por Routh
y por Hurwitz son conocidas en nuestros dias como el Criterio de
Routh-Hurwitz. Es interesante mencionar que los trabajos de Maxwell
en esta area fueron resultado de sus investigaciones sobre reguladores
mecanicos, mientras que Hurwitz, como matematico, se involucr6 con
este problema porque el profesor A. Stodola lo invité a resolverlo. Sin
embargo, el problema propuesto por Maxwell ya habia sido resuelto
en escencia por el matematico francés Hermite en 1856, en su articulo
Sur le nombre des racines d’une équation algébrique comprise entre
des limites donnés, donde estableci6 una conexién cercana entre el
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viii INTRODUCCION

numero de raices de un polinomio complejo en un plano y la signatura
de una cierta forma cuadratica. Pero los trabajos de Hermite no
habian sido llevados a un nivel en el cual pudieran ser usados por
especialistas aplicados y por lo tanto su articulo no recibié ningun
reconocimiento. Un nuevo criterio de estabilidad fue elaborado en
1914 por los matematicos franceses Liénard y Chipart. Ellos usaron
una forma cuadratica especial para obtener su resultado, el cual posee
una ventaja sobre el criterio de Routh-Hurwitz.

En estas notas presentamos algunos de los diferentes criterios
que existen para verificar cudndo las raices de un polinomio tienen
parte real negativa. Ademas, junto con el desarrollo de la teoria,
presentamos ejemplos sencillos y algunas aplicaciones que aparecen
en sistemas fisicos. Este trabajo fue motivado por el curso Temas
Selectos de Matematicas Aplicadas I, impartido por el Dr. Baltazar
Aguirre del Departamento de Matematicas de la UAM-I en el trimestre
03-I. Los detalles de la mayoria de los resultados aqui expuestos pueden
consultarse en [9].



. |

Capitulo

Polinomios Hurwitz de grado
pequeno

DEFINICION 1.1. Decimos que un polinomio de coeficientes reales
es Hurwitz si todas sus raices tienen parte real negativa, i.e., estan en
C ={a+ib:a,becRya<0}.

EyEmpLO 1.2.

(1) p(t) = t> + 3t + 2 es Hurwitz pues p(t) = (t + 2)(t + 1) y t = -2y
t = —1 son sus raices.

(2) q(t) = t> + 2t + 2 es Hurwitz pues q(t) = (t+ 1 + i)t +1 —1i) y
t=—1—1iyt=—1+1ison sus raices.

(3) s(t) = 3 + t> + t + 1 no es Hurwitz, ya que

SO =tt+D)+t+1=>+1)(t+1)
ysusraicessont=1, t=—i,t=1.
TEOREMA 1.3. El polinomio p(t) = t+a; es Hurwitz siy sélo sia; > 0.

TEOREMA 1.4. El polinomio p(t) = t* + a,t + a, es Hurwitz si y solo si
a,>0yay > 0.

DEMOSTRACION. Por el teorema fundamental del algebra
pt)=({—A)t—-A), A eC
= pM)=t>—A+A)t+ A A =P +ait+a

= ar=—(A1+A2), az = A1\

Si Ay, Ay € Ry si p(t) es Hurwitz entonces A; < 0y A, < 0. Entonces
tenemos que

A1+A2 <0y A1A2>0
es decir
ar=—A1+A2) >0y ax=A1A2>0

Supongamos ahora que a;, a, > 0. Como a, = A;A, entonces Ay y
A son del mismo signo y como a; = —(A; + A2) y a1 > 0O entonces

1



2 1. POLINOMIOS HURWITZ DE GRADO PEQUENO

A1+ A <0.Porloque A; <0y A, <0y entonces p(t) es Hurwitz.
SiAd; =x+ifyA,=x—1if con S #0, entonces
Al+A =2, AMAr=o?+p°

= a :—(A1+A2)=—2(X, ap =A1)\2 20(2-0-‘82
si p(t) es Hurwitz entonces « < 0. Entonces —2« > 0 y por lo tanto
a; = -2« > 0 y también se cumple que a, = & + 2 > 0.
Ahora supongamos que a; > 0y a, > 0 entonces como a; = —2x > 0
se tiene que « < 0. Por lo tanto p(t) es Hurwitz. O

COROLARIO 1.5.
a) f(t) = bot+ b, es Hurwitz siy solo si by, b, son del mismo signo.
b) p(t) = apt? + a1t + a» es Hurwitz si 'y sélo si ay, a1, a, son del
mismo signo.

TEOREMA 1.6. Si p(t) es un polinomio Hurwitz de grado n entonces
todos sus coeficientes son del mismo signo.

TEOREMA 1.7. El polinomio p(t) = t3 + a,t* + at + az es Hurwitz si y
solo siay, a, az >0y a;a, —as > 0.

DEMOSTRACION. Por el teorema fundamental del algebra
p(t) = (t+ X)(t> + Bt +y) = £5 + (xB)t* + (xB + Y)t + &y

igualando

ar=a+B, ax=af+y, az=ay
=): supongamos que p(t) es Hurwitz. Por el teorema 1.6, ai, a,, az > 0.
Falta probar que a;a, — a3 > 0. Entonces

aia; —as = (a+p)xB+y)—ay = o’ B+af’+ay+By—ay = o B+aB?+By

Ahora p(t) = (t + x)(t> + Bt + y) es Hurwitz por lo tanto todos sus
coeficientes son del mismo signo. Luego en el factor (t + «) se tiene
que « > 0 pues en caso contrario p(t) no seria Hurwitz . Por lo tanto
«, B, y > 0. Entonces el producto o®+axB%+By > 0. Asia;ar —a3 > 0.
<): supongamos que ai, d», az > 0y que a,a, — az > 0. Entonces

x+B>0, aB+y>0, «ay>0 o&*B+xp’+Py>0

De la 'ultima condicién B(a? + B +y > 0). Como «f8 +y > 0 entonces
o® + B +y > 0. Por lo tanto B > 0. Como &y > 0 entonces &, y < 0
60 o,y > 0. Ahora xff+y > 0y B > 0, entonces no puede ser que
y Yy sean negativos al mismo tiempo. Asi «, y > 0. Entonces (t + x) y
(t% + Bt + y) son Hurwitz. Por lo tanto p(t) es Hurwitz. O

TeEOREMA 1.8. El polinomio p(t) = t*+a, t3 +a,t?> +ast+ay es Hurwitz
siy solosiay, az, as, as > 0y ajaras — a3 — ajas > 0.
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DEMOSTRACION. Por el teorema fundamental del algebra
f(t) = (% + ot + P> + yt + 5)
=t + (x+ ) + (B + oy + O)E* + (By + ad)t + BS
igualando tenemos

ar=c0+y, a=B+ay+6, az=By+uad, as=p06

araxaz — a3 — ajas = xy (B — 6)° +(x+ y)(By + ad)]

=): Supongamos que f es Hurwitz entonces t*> + at + f y t? + yt + 6 son
Hurwitz. Entonces por el teorema 1.6 «, 8, y, 6 > 0. Se sigue entonces
que aj, a, as, as > 0y arazas — a3 — aaq > 0.

<): Supongamos que aj, az, ds, a4 > 0y ajaras — a3 — asas > 0.
Entonces

x+y>0, B+ay+6>0, By+ad>0, B56>0

ay [(B — 5) +(x+ y)(By + «d)] >0

Como x+y >0y By+ «d > 0 entonces
(B — 8+ (x+y)By + ad) > 0

y cOmo
oy [(B = 8)* + (e + y)(By + «d)] > 0

entonces xy > 0. Por lo tanto « y y tienen el mismo signo. Pero «
y ¥ no pueden ser negativos pues «x+y > 0. Asi x > 0y y > 0. Por
otra parte como B > 0 entonces 8y 6 son del mismo signo. No puede
ocurrir que f y 6 sean negativas pues sabemos «x > 0y y > 0 y por
lo tanto no se cumpliria que Sy + @ > 0. Por lo tanto 8 > 0y 6 > 0.
Entonces % + &t + By t? + yt + § son Hurwitz. Entonces f(t) es Hurwitz
pues es el producto de estos polinomios. O
COROLARIO 1.9.

a) p(t) = apt® +at> +ast+a; es Hurwitz siy solo si ay, a1, a», az
son del mismo signo y a;a, — asagy > 0.

b) p(t) = apt* + a3 + a»t? + ast + a, es Hurwitz si y solo si

a1a,az—aiap—aias >0

ag, a1, az, as, a4 son del mismo signoy o

1.1. Aplicaciones

A continuacién mostraremos algunas aplicaciones.

APLICACION 1.10 (Oscilador armonico amortiguado).
Considérese una masa m sujeta a un extremo de un resorte. Supongase
que estiramos el resorte una cierta distancia y luego lo soltamos. El
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movimiento que describe la masa (junto con el resorte) esta descrito
por la ecuacion
d’x dx
m—s+B—+kx=0
dt? B dt
donde B es la constante de amortiguamiento y k es la constante del
resorte, ademas 8 > 0y k > 0. La ecuacién caracteristica de la ecuacién
diferencial es
pA)=mA?+BA+k=0
Como m, B, k > 0 entonces p(A) es Hurwitz. Ademas
(1) si Ay, A, € R~ entonces x(t) = AeMt + Betet,
(2) si Ay = x+ify A = x—1iff, con ¢ < 0, entonces x(t) =
Ae®t cos Bt + Be® sen Bt.
Luego cualquier solucion x(t) cumple que x(t) — 0 si t — oo.
APLICACION 1.11 (Circuitos eléctricos).
La variacion del voltaje en un tiempo t para un circuito eléctrico puede
modelarse mediante la ecuacion diferencial
d?i +Rdi . li— dE
ez dt ¢ dt
donde E es el voltaje (medido en volts), R la resistencia (medida en
Ohms), L la inductancia (medida en Henrios) y C la capacitancia (medida
en Faradios). Si E es constante entonces
dE
220
dt
Bajo la suposicion de que E es constante, la ecuacion caracteristica es

L

mm=Lv+RA+%=o

Luego p(A) es Hurwitz. Por lo tanto podemos asegurar que i(t) — 0
cuando t — oo. Una explicacion fisica de esto es que i(t) — 0 cuando
t — oo debido al consumo de energia de la resistencia.

APLICACION 1.12 (Modelo Lotka-Volterra de 2 especies).
El modelo esta expresado por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales

X=x@2 —-3x+y)
y=y(1+2x—3y)
(0,0) y (1, 1) son los puntos criticos. La matriz Jacobiana en (1, 1) es
-3 1
=72 )

el polinomio caracteristico es p4(A) = A% + 6A + 7 el cual es Hurwitz. Por
lo tanto cerca del punto (1, 1) las soluciones convergen.
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APLICACION 1.13. Las ecuaciones diferenciales que describen la
variacion de voltaje de un circuito eléctrico con dos corrientes iy, ip
son P2 i )

dtl,j +R£ + iz —11)=0
d3i, Rd%, 2 di» R . 1 dE
— + = +——t =l = ————
a3 L dt? LCdt L2C L2C dt
Si E es constante entonces dE/dt = 0. La ecuaciéon caracteristica es
;s R, 2 R
p(Ad)=A°+ LA + LC)\+ I2C
luego, éste polinomio es Hurwitz pues los coeficientes son positivos y

(2) (ze) - (re) - e >

Por lo tanto i,(t) — 0, cuando t — oo, debido al consumo de energia de
la resistencia.

APLICACION 1.14 (Sistema de Lorenz).
El sistema es el siguiente

L

xX=0(y—x)

Y=rx—y—XxZ

z=Xxy—bz
con 0,7, b > 0. El punto (0,0,0) es un punto critico. La matriz
Jacobiana en (0, 0, 0) es

-0 o 0
A= r —1 0
0 0 —-b

El polinomio caracteristico es
paA) =23 + b+ 1+ A% +[0(1 —¥)+ b1 + 0)A+b(l — V)o
Sir < 1 entonces
b+(1+0)>0, ol—-7r)+b(1+0)>0, b1l -r)o>0
ademas
[b+(+)][c(1=7)+b(1+0)]—b(1—7)0 = 1+0)[b*+0(1—r)+b(1+0)] > 0

por lo tanto p4(A) es Hurwitz y (0, 0, 0) es punto estable localmente.






Capitulo

Condiciones necesarias

En esta seccién damos algunas condiciones necesarias para que
un polinomio sea Hurwitz. Dichas condiciones se establecen para
polinomios de grado arbitrario n.

Primero retomemos el resultado del teorema 1.3 del capitulo
anterior, es decir, dado un polinomio Hurwitz p(t) se debe tener que
sus coeficientes son del mismo signo. Esto nos da un criterio para
determinar cuando un polinomio no es Hurwitz, lo cual establecemos
en la siguiente observacion.

OBSERVACION 2.1. Silos coeficientes de un polinomio p(t) no tienen
el mismo signo entonces p(t) no es Hurwitz.

EJEMPLO 2.2. (1) p(t) =3t + 56> — 3t* + 13 + 2t> + 3t + 6 no es
Hurwitz.
(2) p(t) = —2t7 +3t0 — 28> + t* + t3 + t? + t + 1 no es Hurwitz.

TEOREMA 2.3. Si f(x) = ag + a;x + a»x® + ...+ apx" es Hurwitz y
& € C se tiene que

a) siRe& > 0 entonces | f(E)| > | f(—8)]
b) siRe & = 0 entonces |f(§)| = | f(—&)|
) siReE < 0 entonces |f(E)] < |f(—&)|

DEMOSTRACION. Por el teorema fundamental del algebra se puede
escribir

JOO) = anlx —o))x —ox2) - - (x — ) oy € CT

tenemos dos casos:
i) Si o € R™ (g < 0), tomemos & = a + ib, luego

|& — o] < | —&—
S E— ol > |- &— ol
Sla+ib— o> > | —a—ib — o)
S (a— o)’ +b% > (a+ o)’ + b?
sS@a—o) —@+rog)’>0s (—20)2a)>0<a>0<ReE>0

7



8 2. CONDICIONES NECESARIAS

Analogamente si Re & = 0 entonces |§ — x| =| — & — x| ysiReE < 0
entonces |§ — x| < | — & — oty
i) pares de raices conjugadas, tomamos

o =y+1id, os=y—1i6, y>0,6>0
(no olvidar que «; € C™). Entonces
|E— o) =|a+ib —y—id|
=@—y;’+b-207°
|E— o) = |a+ib— y+id|
=(a—y?’+b+06y

Similarmente
| —E— o )°=(a+y)?+({b+6)>

| =&~ o2 =(@a+y)?+(b— 5>

Ahora
1E— o, )2 |E— o = (@a—y) +(a— yPl(b — 6)> + (b + )1+ (b — 6)*(b +5)>
| —E— 0[P —E— a]* = (@+y)* +(a+y)’[(b— 8)* +(b+8)*1+(b — 5)*(b+6)*

=& - O‘V|2‘§* 0(5|2 >[—-&— ‘XV|2‘ -&- 0‘5|2
s a—y)+@a—y>?lb—38)>+b+56)*] > (a+y)+(@+y)?[(b—8)>+(b+5)*]
Por otra parte

(@a—yl>@+yPe@—y?>—(@+y?’>0
S (-2y)2a)>0< a>0&ReE>0

Por lo tanto si Re & > 0 entonces

@a—-y’>@+y?y@-y!>@+y?

Entonces
1€ — or|[E— oxs| > | =& — otr|| — & — a4
Analogamente, si Re & = 0 entonces |§ — o ||E— | = | —E— ot || — E— 4]
y siRe § < 0 entonces |& — &, ||E — o] < | — & — || — & — &
Por lo tanto los incisos a), b) y ¢) se cumplen. O

OBSERVACION 2.4. Si f(x) es un polinomio real tal que no se cumple
alguno de los incisos a), b) 6 ¢) entonces f(x) no es Hurwitz.
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EJEMPLO 2.5. Sea f(x) = x3 + 3x% + 16x + 130, tomar & = 1 + 5i.
Entonces
FE) =1 +50)+3(1 +5i)> +16(1 + 5i) + 130

=1+ 3(51) + 3(51)* + 125(i) + 3(1 + 10i + 25i°) + 16 + 80i + 130

=1—75+15i—125i+3 — 75 +30i+ 16 + 130 + 80i

=0
Luego | f(8)| = 0; por otro lado
F(=8=(—1-503+3(—=1 —5i)> +16(—1 — 5i) + 130

= —1+3(5i) — 3(=51)% + (=5i)> + 3(1 + 10i — 25) — 16 — 80i + 130
=—1+75-15i+125i+3 — 75+30i — 16+ 130 — 8i
=116 + 60i

Luego | f(—&)| > 0. Entonces no se cumple |f(&)| > |f(—&)|. Por lo tanto
f(x) no es Hurwitz.






Capitulo

Criterio de Routh-Hurwtiz

Al final del siglo XIX el ingeniero austriaco A. Stodola, el descubridor
de la teoria del vapor y las turbinas de gas, sin conocer los trabajos de
Routh, propuso el problema de encontrar condiciones bajo las cuales
todas las raices de una ecuacién algebraica tuvieran parte real negativa.
En 1895, A. Hurwitz en base a los trabajos de Hermite dio una solucion
al problema (independiente de la dada por Routh).

DEFINICION 3.1 (Matriz de Hurwitz). Dado el polinomio

n—1

fx)=apx"+a1x" " +...+ay

denotamos por H(f) ala matriz de Hurwitz de f, la cual queda definida
como

a, az as --- 0
ag dy A4 - 0
H(f) - 0 a, az --- 0
0O 0 0 - ayu

A continuaciéon presentamos el resultado mas importante de la
presente seccion.

TEOREMA 3.2 (Criterio de Routh-Hurwitz). Sea

fxX)=apx"+ax" ' +... +ay
con ag > 0, f(x) es Hurwitz si'y solo si Ay > 0, A» > 0,...,A, > 0,
donde Ay, Ay, ..., A, son los menores principales diagonales de H(f), es
decir

a, as as
>, A3 = det agp Aa» Qi ) e
0 a; as

a; das

Aq =det(a;), Ap = det < a0

EsempLo 3.3. Verifiquemos si el polinomio f(t) = t° + 7¢* + 19¢3 +
25t2 + 16t + 4 es Hurwitz.
Solucion. Hacemos

ap=1,a1=7,a,=19,a3=25,a4=16,as =4

11



12 3. CRITERIO DE ROUTH-HURWTIZ

y construimos la matriz de Hurwitz de f

7 25 4 0 O
1 19 16 0 O
Hfy=| 0 7 25 4 0
0 1 19 16 O
0O 0 7 25 4
Luego
A=7>0

Ap=7(19)—25>0
Az =25[7(19) — 25] — 7[7(16) — 4] = 2700 — 756 > O
A4 =16[2700] — 19[4(7(19) — 25) — 7(0)] + [4(7(16) — 4) — 25(0)]
=43200 — 8208 +432 >0
As =4A4 >0
Por el Teorema 3.2, f es Hurwitz.
Ahora que tenemos un criterio para determinar si un polinomio

de grado arbitrario es Hurwitz, podemos ilustrar su importancia en el
estudio de la estabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales.

APLICACION 3.4. Considérese el sistema de ecuaciones diferenciales
X = Ax, donde

0 1 0 0

0 0 1 0

A= 0 0 0 0
—Adn —Ap-1 —An-2 - —A

puede demostrarse que el polinomio caracteristico de A, pa(t), esta
dado por pa(t) = t* + a t" " + axt™ 2 + ...+ an. Si pa(t) es Hurwitz
entonces el origen es un punto de equilibrio asint6ticamente estable.
Y el hecho de que p4(t) sea o no sea Hurwitz podemos determinarlo
utilizando el Criterio de Routh-Hurwitz. Debido a esto a los polinomios
Hurwitz también se les conoce como polinomios estables.



Capitulo

Teorema de Hermite-Biehler

4.1. Teorema de la fase

DEFINICION 4.1. Dado el polinomio con coeficientes reales p(t)
considerar p(iw), w € R; p(iw) = o(w) + iBf(w) determina una curva en
el plano complejo:

p:R —- C
w — x(w)+if(w)

Al argumento de p(iw), arg p(iw), lo llamamos la fase de p(iw).
EJEMPLO 4.2.

(1) p(t) =t>+5t+3
pliw) = (iw)* + 5iw + 3 = 3 — w? + i(5w)
(2) p(t) =53 +6t> -7t —2
piw) = =2 — 6w? +i(—7w — 5w?)

TEOREMA 4.3 (de la fase). Sip(t) es un polinomio Hurwitz de gradon,
entonces arg p(iw) es una funcion estrictamente creciente de la variable
w sobre (—oo, +0). Ademds el cambio neto en la fase de —oo a +oo es

arg[p(+ico)] — arg[p(—ico)]' = n1r
DEMOSTRACION. Por el teorema fundamental del algebra
p(t) = an(t —ay — iby)(t — az — iby) -+ - (t — aniby)
entonces
p(iw) = ay[—ai + i(w — by)ll—az + i(w — b2)] - - - [—an + i(w — by)]
luego calculamos la fase de p(iw)

arg p(iw) = arg(ay,) + argl—a, + i(w — by)] +... + arg[—a, + i(w — by)]

w — b,y w — by
= arg(a,) + arctan +...+arctan

—a —an

larglp(&ico)] significa el lim arg p(iw)
w—Foo

13
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Ahora
a , 1 1 1 1
%[argp(lw)]zi2 a toot ————— 0
—b 1 —by
1+ (—“’_a]l> 1+ (w_an ) "
y para todo k = 1,...,7n se tiene que a, < 0, pues ay + iby es raiz de

p(t) que es Hurwitz. Por lo tanto arg p(iw) es una funcién creciente de
w. Ahora

) , T 1 nr
lim argp(iw) =arg(a,)+ — +...+ — =arg(a,) + —
w—+00 2 2 2

nT
=arg@n) — —-

T
2 2

lim argp(iw) = arg(a,) — m_ e
wW——00 2
por lo tanto
arg[p(+ioco)] — arg[p(—ioco)] = n1r

O

EJEMPLO 4.4. Determinaremos si es Hurwitz el polinomio p(t) =
3 +3t2+3.
Solucion. Calculamos p(iw)

pliw) = (iw)® + 3(iw)* + (iw) +3 = 3 — 3w? +iw(l — w?)

entonces la fase de p(iw) es

arg p(iw) = arctan w(d — o’ = arctan w(l — w’ = arctan @
Epitw) = 3_3w2 30— w?) 3
luego
. , . w
lim argp(iw)= lim arctan — = —
wW—+00 wW—+00 3 2
. . . w T
lim argp(iw)= lim arctan — = ——
w——00 w——00 3 2

por lo tanto
arg[p(+ioo)] — arg[p(—ioo)] = 1w # 31T

Asi, p(t) no es Hurwitz 2,

Zpuede verificarse que arg p(iw) es una funcion creciente, por lo que es necesario
verificar también el cambio neto en la fase.
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4.2. Teorema de la interseccion de la frontera

Consideremos una familia de polinomios P(A, s) que satisfagan la
siguiente condicion:

HIPOTESIS 4.5. P(A, s) es una familia de polinomios
(1) de grado fijo n.
(2) continuos con respecto de la variable A para A € [a, b].

EsempLO 4.6. Considérese

P =At"+ A+ 2"+ A" 2 +...+{ A+2, 1 par
A, n impar
Ahora
(1) con A € [1,2], P(A,t) es una familia que satisface la Hipotesis

4.5.

(2) con A € [0,3], P(A,t) es una familia que no satisface la
hipétesis, pues para A = 0 se tiene un polinomio de grado
menor que n.

TEOREMA 4.7 (de la interseccion de la frontera). Si P (A, t) satisface
la Hipdtesis 4.5y P(a, t) tiene todas sus raices en C~ (P(a,t) € H)y P(b, t)
tiene al menos una raiz en C*, entonces existe un n‘'umero p € (a, b] tal
que
a) P(p,t) tiene todas sus raices en C~ U iR.
b) P(p,t) tiene al menos una raiz en iR.

DEMOSTRACION. Para probar este resultado introducimos el con-
junto E de n'umeros reales v tales que v € (a,b] y que satisfacen la
siguiente propiedad P:

V' € (a,r), P, t) es Hurwitz

El conjunto E es no vacio (puede probarse que el conjunto de polinomios
Hurwitz de grado n es abierto). Sea p = sup E. Este supremo existe
pues E esta acotado superiormente por b. Por ser p cota superior de E
entonces para todo v < p, P(7,t) tiene raices en C~. Tomando el limite
cuando ¥ — p se tiene que las raices de P(p, t) estan en C~ U iR. Por lo
tanto se cumple el inciso a).

Si P(p, t) tuviera todas sus raices en C~ entonces por el teorema ??
se puede encontrar un £ > 0 tal que si ¥ € [a, p + €] entonces P(7,t) es
Hurwitz. Por lo tanto p no seria el supremo. Por lo tanto P(p, t) tiene al
menos una raiz en iR = 0C~. Con lo anterior queda probado b). O

OBSERVACION 4.8. El resultado es mas general pues se puede tomar
una particion de los complejos: VU W U Z, tal que V, Z son abiertos y
W=0V=0Z VNZ=. SiPa,t) tiene todas sus raices en Vy P(b, t)
tiene al menos una raiz en Z entonces existe p tal que
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a) P(p,t) tiene sus raicesen VU W.
b) P(p,t) tiene al menos una raiz en W = oV.

EJEMPLO 4.9. Sean p(t) =t+ 3y q(t) =t — 2. Considere la familia de
polinomios

fA =0 = A)t+3)+A(t —2), con A €[0,1]
Esta familia satisface la Hipotesis 4.5. Ahora

f(@O,t) =t + 3 es Hurwitz
f(,t) =t — 2 no es Hurwitz

Por el teorema de la interseccion de la frontera, existe A € (0, 1) tal que

a) f(A,t) tiene todas sus raices en C~ UiR. Tomemos por ejemplo
A = 3/5, entonces

f(3/5,t) = %(t+3)+§(t— 2)=t

ysuraiz es 0 € (C~ UiR).
b) f(A,t) tiene al menos una raiz en iR. Seg’un el inciso a) basta
con tomar A = 3/5.

4.3. Principio de Exclusion del cero

TeEOREMA 4.10 (Principio de exclusion del cero). Supongamos que
tenemos una familia f(p,t) de polinomios tal que p € Q C R" donde
Q es arco-conexo. La familia es de grado constante y al menos hay
un polinomio Hurwitz. Entonces toda la familia es Hurwitz si y solo si
fp,iw) #0Vw e RyVp € Q.

DEMOSTRACION. =): Por el teorema de la fase.

<): Tomemos f(q,t) un elemento arbitrario de la familia, probare-
mos que f(q,t) es Hurwitz. Sabemos que existe al menos un
elemento f(qo,t) que es un polinomio Hurwitz. Ya que Q es
arco-conexo existe una trayectoria contenida en () que une
aqo con q. Sea y : [a,b] — Q una parametrizacion de esta
trayectoria, es decir y(a) = qo y y(b) = q. Consideremos la
subfamilia: f(y(t),t) = p(A, t). Asi p(a,t) = f(qo, t) es Hurwitz.
Si p(b, t) = f(q,t) no fuera Hurwitz entonces tendria una raiz
en iR o en C*. Si p(b,iw) = f(q,iw) = 0 entonces hay una
contradiccion. Si p(b, t) tiene una raiz en C*, entonces por el
teorema de interseccién de la frontera existe p € (a, b] tal que
(1) p(p,t) tiene sus raices en C~ U iR.
(2) al menos una raiz esta en iR
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Por 2) existe wy tal que p(p, iwy) = f(y(p), iwg) = 0, pero ésto
es una contradiccion. Por lo tanto p(b, t) = f(q,t) es Hurwitz
para todo g € Q.

O

EsEmpLO 4.11. Dado f(t) = t3 + kt + 2t + 3, k > 0, busquemos para
qué valores de k resulta Hurwitz el polinomio.
Solucion. Calculamos
fliw) = —iw? — kw? +2iw +3 =3 — kw?) +iw? — w?)
Luego f(iw) = 0 siy solo si
3—kw?=0 y w2 —w? =0
siy solo si
k=; y w?=2 6w=0
Entonces hay dos posibilidades:

a) f(t) es Hurwitz Vk € (0, 3/2);
b) f(t) es Hurwitz Vk € (3/2,00)

Busquemos un k para el cual f(t) sea Hurwitz, digamos k = 2:
f(t) =t + 2¢% + 2t + 3. La matriz de Hurwitz de este polinomio es

2 30
Hf)=11 2 0
0 2 3
y ademas
A1=2>0,A,=1>0, A3=3A3>0
Tenemos entonces un elemento de la familia que es Hurwitz (k = 2),

entonces, por el principio de exclusion del cero f(t) = t3 + kt? + 2t + 3
es Hurwitz para todo k € (3/2, c0).

4.4. Teorema de Hermite-Biehler

DEFINICION 4.12. Considerar el polinomio real p(t) = ap+a;t+a,t>+
...+ a,t". Podemos escribir a p(t) de la siguiente forma
p(t) = (@g + art® + ast* + .. )+ tla, + ast®> + ast* +...)
al evaluar en iw
piw) = (ag — arw? + azw* — .. ) +iw(a; — azw?’ +asw* — ...
Definimos
pl(w) = ap — arw? + azw?* — ...
p°(w) = a; — azw? +asw?* — ...
pPA(t) = ap + art? + astt + ...
pMP(t) = ait +ast® +ast> +...
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OBSERVACION 4.13. Notese que
p""(iw) = p*(w)
pP(iw) = iwp?(w)

DEFINICION 4.14. El polinomio p(t) = ag + a1t + a>t> + ... + a,t"
satisface la propiedad de la alternancia si y solo si

a) los coeficientes principales de p??"(t) y pi™*(t) tienen el mismo
Signo;

b) todas las raices de p®(w) y p°(w) son reales y las raices
positivas de p%(w) y p°(w) se van alternando, es decir

0 < We1 < Wp,1 < Wep < Wp2 <.

TEOREMA 4.15 (Hermite-Biehler). Un polinomio real P(t) es Hurwitz
siy solo si satisface la propiedad de la alternancia.

DEMOSTRACION. =): Como P(t) es Hurwitz entonces todos sus
coeficientes tienen el mismo signo, cumpliéndose asi el inciso
a) de la propiedad de la alternancia. Falta mostrar que se
cumple el inciso b) de dicha propiedad. Sin pérdida de
generalidad suponga que grado (P) = 2m y que sus coeficientes
son positivos, entonces

P(t) = ag + art + ast® + ...+ apt*™

= Pw)=(ag— arw?+asw* +...+(=1)"az,w>™)
+iw(a; —azw’ +asw* +...+ (=" as,_w?™ Y
Por el teorema de la fase arg[P(iw)] es una funciéon creciente
en w € (—oo,+00) y el cambio neto en la fase es 2m1r, que
equivale a m vueltas en w € (—oo0,+00), 0 bien a % vueltas
en w € (0,+00). Para w € (0, +oc) las raices de P¢(w) y P°(w)

deben estar ordenadas de la siguiente manera:
0 < We1 < Wo1 < We2 < Wpp < ..

Cuando da una vuelta pasa por dos raices de P¢(w) y también
por dos raices de P°(w). Como da m/2 vueltas pasa por m
raices de P¢(w) y por m raices de P°(w), estas son reales y
positivas. Entonces

0 < We1 < Wp1 < We2 <Wp2 <ot < Wom—1 < Wem

cumpliéndose asi el inciso b) de la propiedad de la alternancia.
Similarmente se cumple si grado(P) = 2m + 1.
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<): Supongamos que P(t) satisface las condiciones de la al-
ternancia. Sin pérdida de generalidad supongamos que
grado(P) = 2m y que sus coeficientes son positivos. Entonces

P(t) = ag+ art + ast’ + ...+ ap t°™
P(iw) = P*(w) + iwP°(w)
donde

PY(w) =ag — arw’ +asw* +...+(=1)"as,w™

Po(w)=a; — asw’® +asw* + ...+ (=) as,_1w>™!

Como se satisface la propiedad de la alternancia entonces
P P P p P P
0<w,; <Wpy <Wep < Woop <eve <Wp 1 < Woop

Tomemos ahora un polinomio Hurwitz arbitrario de grado
2m, por ejemplo f(t) = (& + 1)>™, el cual escribimos como
f() = bo+ Dbt +Dbst’> + ...+ by t*™. Por la implicaciéon que ya
esta demostrada, f satisface la propiedad de la alternancia, es
decir:

0<w . < Focw!

S
sl < Wy < W, <Wh, <. <W

S
o,m— 1<(D

Notese que f(iw) no tiene raices imaginarias entonces para
cualquier w € R se tiene que f(iw) # 0. Tomemos ahora A tal
que 0 < A < 1, entonces

0 < Awh+(1-Dw!, < Awh +1-Nw), <... <Awl, +1-Vwf,,
Definamos
V(M) = [Adom + (1 — Db llAw? ) + (1 — Nl )2 + 2] -
lAwE,, + (1= Dw! )7+ ]

Y () = [Aazm—1 + (1 — Dbam_1]t{Aw?, + (1 = Mew) ) + 7]
AwE o+ 1 = D), )P+
Considerar la familia de polinomios
IA, ) =gl () + g™ (t) con A €[0,1]
Notese que la familia es de grado constante. Ahora para A =0
90,5) = [(@] ) + 2]+ [(] ) + 2]+ t(w] ) )* + 2]+ (] o) + 2]

o,m—1
90, iw) = f4(w) +lwf° w)
Por lo tanto
9(0,1) = f(t)
Recordemos que f es Hurwitz, entonces la familia g(A,t)
tiene al menos un elemento que es Hurwitz. Entonces por
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el principio de exclusion del cero todos los elementos de la
familia son polinomios Hurwitz. En particular cuando A = 1 se
tiene que g(1, t) = P(t).

O

EJEMPLO 4.16. Verificar si los siguientes polinomios son Hurwitz

(1) p(t) = £3 + 2¢% + 5t + 3.
Calculamos

pliw) =3 — 2w? +iw(5 — w?)

po(w)=3-2w?* p°w)=5-w’
Ahora
pPa(t) =3+ 2t%, p™P(t)=5t+t°

Vemos que el inciso a) de la propiedad de la alternancia se
satisface. Ahora, verificamos el inciso b)

pl(w)=0 & w=24/3/2

Pl(w)=0 < w==+V5
Luego, w1 = V3/2y wy1 = v/5. Entonces tenemos que
w,1 < W,, satisfaciendose asi el inciso b) de la propiedad de
la alternancia. Por lo tanto por el teorema 4.15 tenemos que
p(t) es Hurwitz.
(2 p)=t*+263 + 32 + 7t + 2.
Tenemos que
pra(t) =2 + 32+ t4, p™P(t) = 7t + 2t
Por otra parte
piw) =2 — 3w’ + w* +iw(7 — 2w?)

pe(w) =2 — 3w? + w?, p°(w)=7-2w?
Luego

pew)=0 & w==+106w==+V2

Pl(w)=0 & w==xv7/2

Hacemos w,; = 1, Wep = V2, Wo1 = V7/2. Ahora w,; <
Wo,1, PETO Wy,1 > W,2. Por lo tanto no se cumple el inciso b)
de la propiedad de la alternancia. Por el teorema de Hermite-
Biehler p(t) no es Hurwitz.
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4.4.1. Teorema de Leonhard-Mihailov.

TEOREMA 4.17 (Leonhard-Mihailov). Sea P(t) un polinomio de grado
n. P(t) es Hurwitz siy solo si arg[P(iw)] (también conocida como la fase)
es una funcion continua y estrictamente creciente en w € (—oo, +o00) y el
cambio neto cumple arg[P(+ioco)] — arg[P(—ioco)] = nrr.

DEMOSTRACION. =): Teorema de la fase
<): Tenemos que

P(iw) = P4(w) + iwP°(w)

Sin pérdida de generalidad supongase que los coeficientes de
P son positivos. Como arg[P(iw)] es creciente entonces las
raices de P%(w) y P°(w) se van alternando. Ademas como el
cambio neto en la fase es n 1 entonces todas las raices de P¢(w)
y P°(w) son reales. Por lo tanto P(t) satisface la propiedad de
la alternancia. Por lo tanto P(t) es Hurwitz.

O

El Teorema de Leonhard-Mihailov y el Teorema de Hermite Biehler
tienen el mismo significado. Podemos decir que el Teorema de
Leonhard-Mihailov es la version geométrica mientras que el Teorema
de Hermite-Biehler la versiéon algebraica.






Capitulo

Test de estabilidad

En éste capitulo desarrollamos un procedimiento basado en el
Teorema de Hermite-Biehler y en el Teorema de la interseccion de
la frontera, para determinar cuando un polinomio es Hurwitz. Este
procedimiento consiste en determinar si un polinomio es Hurwitz,
verificando si un polinomio de grado menor lo es. De ésta manera,
aplicando el procedimiento un n’'umero finito de veces, se verificara si
un polinomio de grado pequefo es Hurwitz.

DEFINICION 5.1. Dado el polinomio P(t) = a,t"™ + an_1t" ' +... +
ait+ag, si a,_1 # 0, definimos

a
Q) = an—ltn_l + (an—Z T E an—3> "%+ an—Stn_3+
n—1

a
+ (an4 — a n ans) tn_4 +... (5.1)

n—1
TEOREMA 5.2. Si P(t) tiene todos sus coeficientes positivos, P(t) es
Hurwitz siy solo si Q(t) es Hurwitz.

DEMOSTRACION. =): Supongamos que grado(P(t)) = n = 2m (el
caso n = 2m + 1 es similar) y que P(t) es Hurwitz. Por el
teorema de Hermite-Biehler se tiene que

0 < We1 < Wp1 < We2 <Wp2 <uvo < Wem—1 < Wom—1 < Wem

Luego:

Qliw) = [P”‘”(iw) - aaz’” inim”(iw)] + PI™MP (i)
2m—1

= [Pe(w) + Aem sz"(w)} +iwP°(w)

2m—1
Entonces
a
Q°(w) = P°(w), Q%(w) = P*(w) + —"— w?P’(w)
2m—1
Por lo tanto Q°(w) tiene m — 1 raices reales que son las de
Po(w):
Wo 1, Wo3y..-y Wom—1

23
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Notese que Q¢(0) = P¢(0) = ap > 0 pues todos los coeficientes
de P(t) son positivos. Luego

A2m

Q%wo1) = PY(wo1) + (Wo,1)*P°(Wo,1) = PX(wo,1)

A2m—1

puesto que w,; es una raiz de P’(w) = Q°w); ademas
como 0 < W, < Wy, < W, Necesariamente P%(w,,;) < O.
Siguiendo el razonamiento anterior tenemos

Q%(w,2) = P(wep) >0
Q%wy3) = Pwy3) <0

Q%wWom_2) = P*(wym_») tiene el signo de (—1)" 2
Q%wWom—1) = Pwym—_1) tiene el signo de (—1)"!

Por el teorema del valor intermedio se concluye que Q(t)
satisface la propiedad de la alternancia. Luego por el teorema
de Hermite-Biehler, Q(t) es Hurwitz.

<): Supongamos que Q(t) es Hurwitz. Escribimos

P(t) = |QPV (1) + aaz’” L™ (0)| +Qm(t)

2m

Similarmente se tiene que

P(w) = Q%(w), P() = Q°(w) — —2" 2 Q(cw)
A2m—1

Como Q(t) es Hurwitz entonces satisface la propiedad de la
alternancia y como P°(w) = Q°(w) entonces las raices de P°(w)
son reales. Utilizando un razonamiento similar al anterior y
aplicando el teorema del valor intermedio se concluye que P(t)
satisface la propiedad de la alternancia. Por lo tanto P(t) es
Hurwitz.

O

El teorema anterior muestra como verificar si un polinomio P(t) es
Hurwitz por medio de la reduccién sucesiva de su grado. Este resultado
nos permite dar un algoritmo para verificar si un polinomio es o no
Hurwitz.

ALGORITMO 1.

1) Hacer PO(t) = P(t).

2) Verificar que todos los coeficientes de P?(t) sean positivos.

3) Si el polinomio no satisface 2) detener el proceso y entonces
P(t) no es Hurwitz. En otro caso ir al paso 4).
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4) Si grado P®(t) < 2 entonces detener el proceso y por lo tanto
P(t) es Hurwitz. En otro caso construir PV(f) = Q(t) seg’un la
ecuacion (5.1) y regresar al paso 2).

OBSERVACION 5.3. Es importante notar que para verificar si un
polinomio es Hurwitz por medio del Test de Estabilidad, dicho
polinomio debe satisfacer que todos sus coeficientes sean positivos.

A continuacién mostraremos un par de ejemplos de como aplicar
el algoritmo anterior.

EJEMPLO 5.4. Verifiquemos si el polinomio
p)=x+x° +2x* +x3 +2x% + x +1

es Hurwitz.
Solucion. Hacemos

PO =x0+x° +2x* +x3 +2x% + x+1
Ahora construimos PY(x) = Q(x) tomando
as=1l,a,=2,a3=1,a,=2,a,1=1,a9=1
entonces
POx) =x+2 —1())x* +x3 + (2 = 1(1)x% + x + (1 — 1(0))x°
=x+xt e et x+1
Analogamente
PPx)=x*+(1 —1(1))x* +x* + (1 — 1(1)x + 1
=xt+2x%+1
Observar que no todos los coeficientes de P®(x) son positivos, ya que

los coeficientes de x® y x son cero. Entonces falla el paso 2) del
algoritmo, por lo tanto p(x) no es Hurwitz.

EsEmpPLO 5.5. Verifiquemos si el polinomio
a(x) = x° +5x* +10x% + 10x? + 5x + 1

es Hurwitz.
Solucion. Hacemos

POx) = x° +5x* +10x% + 10x% + 5x + 1

Luego construimos PV(x):
1 1
PY(x) = 5x4 + <10 - < 10> x3+10x% + (5 - < 1> x+1

24
=5x* + 843 +10x2+?x+1
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Los coeficientes de PP (x) son todos positivos cumpliéndose asi el paso
2) del algoritmo, entonces construimos P (x):

5 (24 24 5
PP (x) = 8x3 + <10 -3 <5>> X%+ =X+ <1 - 80)

24
=8x3+7x2+?x+1

Vemos que P?(x) cumple el paso 2) del algoritmo, entonces constru-
imos a continuacioén P®(x):

PO(x)=7x%+ (254 — E;(1)> x+1

, 128
=7x°+ —x+1
7S

Como P®(x) es de grado 2 y todos sus coeficientes son positivos
entonces, por el paso 4) del algoritmo, podemos concluir que g(x) es

Hurwitz .

1Aplicando el Corolario 2.9, puede verse que P®(x) es Hurwitz puesto que todos
sus coeficientes son del mismo signo.



Capitulo 6

Criterio de estabilidad de Lienard-
Chipart

Tomemos el polinomio con coeficientes reales

f@=apz"+a1z" ' +---+ay (ap>0)

Si las desigualdades
A >0,A,>0,...,A,>0 (6.1)

se satisfacen, entonces f(z) es Hurwitz. Luego por el Teorema 2.6 todos
los coeficientes de f(z) son del mismo signo, en este caso:

a;>0,a,>0,...,a,>0 (6.2)

Recordemos que el Teorema 2.6 es una condicion necesaria pero
no suficiente para que las raices de f(z) tengan parte real negativa.
Resulta que en la investigacion de criterios de estabilidad cuando
las condiciones (6.2) se cumplen entonces las desigualdades (6.1) no
son independientes entre si. A saber, en este caso, la positividad
de los menores principales diagonales A; de orden par implica la
positividad de los de orden impar y viceversa. Estas circunstancias
fueron investigadas por los matematicos franceses Liénard y Chipart
en 1914 y establecieron un criterio de estabilidad distinto del Criterio
de Routh-Hurwitz. Liénard y Chipart obtuvieron su criterio por medio
una forma cuadratica especial.

TEOREMA 6.1 (Criterio de Liénard-Chipart). Un polinomio real

f@=aoz"+a, 2" t+---+ay  (ap>0)

es estable (i.e. es Hurwitz) si y solo si alguna de las siguientes condiciones
se satisface:

1) ap, >0,a,_2>0,...; Ay >0,A3 >0,....

) an>0,a,_2>0,...; Ao >0,A4 >0,....

3) ap>0,an_1>0,an_3...; A1 >0,A3 >0,....

4) a, > 0,an_1>0,an_3...; Ay >0,A4 >0,....
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Las condiciones 1), 2), 3) y 4) tienen una ventaja sobre el Criterio
de Routh-Hurwitz, porque sélo deben verificarse aproximadamente la
mitad de las desigualdades de los menores principales diagonales de la
matriz de Hurwitz.

EJeMPLO 6.2. Verifiquemos si el polinomio p(t) = t> + 10t* + 403 +
80t% + 80t + 1 es Hurwitz.
Solucion. Construimos la matriz de Hurwitz de p(t)

10 80 1 0 0
1 40 80 O O
p@)=]10 10 80 1 O
0 1 40 80 O
0O O 10 80 1
Tomemos los coeficientes
6L5=].,6l3=80, a1=10

todos son positivos, luego

A;=10>0
Az = —10[800 — 1] + 80[400 — 80] = —7990 + 25600 > O
10 80 10
As; =80A3 —det | 1 40 80| =80A3 —12001 >0
0 1 40

Por lo tanto, por la condiciéon 1) del Criterio de Liénard-Chipart tenemos
que p(t) es Hurwitz. Obsérvese la ventaja de no tener que calcular los
valores de los cinco menores principales Aq,...,As como sucede al
utilizar el Criterio de Routh-Hurwitz.
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